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Resumen 
 
Usando la noción de C ortocentro se extienden, a planos de Minkowski en general, 
nociones de la geometría clásica relacionadas con un triángulo, como por ejemplo: puntos 
de Euler, triángulo de Euler, puntos de Poncelet. Se muestran propiedades de estas 
nociones y sus relaciones con la circunferencia de Feuerbach. Se estudian sistemas 
C ortocéntricos formados por puntos presentes en dichas nociones y se establecen 
relaciones con la ortogonalidad isósceles y cordal. Además, se prueba que la imagen 
homotética de un sistema C ortocéntrico es un sistema C ortocéntrico. 
 
Palabras claves: C ortocentro, sistemas C ortocéntricos, planos de Minkowski, puntos 
de Euler, puntos de Poncelet, Circunferencia de Feuerbach. 
 
 
Abstract 
 
Using the notion of C orthocenter, notions of the classic euclidean geometry related with 
a triangle, as for example: Euler points; Euler's triangle; and Poncelet's points, are 
extended to Minkowski planes in general. Properties of these notions and their relations 
with the Feuerbach's circle, are shown. C orthocentric systems formed by points in the 
above notions are studied and relations with the isosceles and chordal orthogonality, are 
established. In addition, there is proved that the homothetic image of a C orthocentric 
system is a C orthocentric system. 
 
Key words: C orthocenter, C ortocentric systems, Minkowski planes, Euler points, 
Poncelet's points Feuerbach circle. 
 
 
1. Introducción. 
 
En 1960,  Asplun y  Grünbaum introdujeron las nociones de XS ortocentro y sistemas 
XS ortocéntricos en planos de Minkowski estrictamente convexos y suaves, y mostraron 
algunas propiedades de las mismas (ver [5]). En 2007, la matemática  M. Spirova y el 
matemático  H. Martini establecieron que la condición de suavidad podía ser omitida, y 
mostraron una serie de teoremas de C ortocentricidad relacionados con la 
circunferencia de Feuerbach y otras circunferencias relacionadas con los triángulos en 
planos de Minkowski estrictamente convexos (ver [8]). 
 
En el presente año (2014), los matemáticos  T. Rosas y  W. Pacheco mostraron en [15] 
que la condición de convexidad estricta también puede ser omitida para definir la noción 
de C ortocentro en planos de Minkowski en general y por tanto, la de sistemas 
C ortocéntricos. Esto les permitió generalizar las nociones de recta de Euler y 
circunferencia de Feuerbach para planos de Minkowski en general. 
 
En este trabajo se presentan extensiones a planos de Minkowski en general de nociones 
existentes en la geometría euclidiana clásica relacionadas con un triángulo, que se 
definen en función del ortocentro del mismo, tales como: puntos de Euler, triángulo de 
Euler, triángulo medial, puntos de Poncelet y circunferencia de Feuerbach. Se muestra 
que sustituyendo la noción de ortocentro por la de C ortocentro, tales nociones se 
pueden definir en planos de Minkowski en general y se prueba la validez de algunas 
propiedades geométricas que se verifican en la geometría euclidiana clásica. Además, se 
estudian algunas propiedades geométricas de los sistemas C ortocéntricos relacionadas 
con las nociones mencionadas y las ortogonalidades isósceles y cordal. 
 
A pesar que trabajaremos con planos de Minkowski en general y por tanto, las 
circunferencias asociadas a la norma del plano pueden ser polígonos, con un número par 
de lados, se utilizará la circunferencia asociada a la norma euclidia en la mayoría de las 
figuras geométricas que se presentarán para ilustrar, de mejor manera, las ideas de las 
demostraciones. Para estudiar la geometría en planos de Minkowski y las propiedades 
básicas de las ortogonalidades isósceles y cordal véanse las referencias [6, 8, 10, 11, 15, 
16] y la monografía [1]. 
 
Denotemos por   M2 ,R  a un plano de Minkowski cualquiera con origen O , 
circunferencia unitaria C  y norma  . Para cualquier punto Mx  y R  , llamemos 
al conjunto   CxxC  ,  la circunferencia de centro en x  y radio  . Para yx  , 
denotemos por yx,  a la línea que pasa por x  e y , por  yx,  el segmento entre x  y y , 
y por  yx,  el rayo que inicia en x  y pasa a través de y  (ver [15, 16]). 
 
Para puntos Myx , , se dice que x  es ortogonal isósceles a y  si yxyx  , y lo 
denotaremos por yx I . De igual forma, x  se dice ortogonal Birkhoff a y  si 
xtyx   para todo Rt , y lo denotaremos por yx B  (ver [10, 11]). Por otra parte, 
sean  111 qpL ,  y  222 qpL ,  cuerdas de una circunferencia G  en M , entonces 1L  y 
2L  se dicen ortogonales cordales si la línea que pasa a través de 2q  y 2p'  (el opuesto de 
2p  en G ) es paralela a la línea 11 qp , . En caso de que 22 qp ' , se dirá que 1L  es 
ortogonal cordal a 2L  si existe una línea soporte de G  que pase por 2q  y sea paralela a 
la línea 11 qp , . Si 2q'  es el opuesto de 2q  en G , entonces 2222 qpqp ''  es un 
paralelogramo (ver [8]). Consideraremos la ortogonalidad cordal de forma natural solo con 
respecto a la circunferencia unitaria C , usando el símbolo C  para esto, es decir, escribir 
   22C11 qpqp ,,   automáticamente presupone que  11 qp ,  y  22 qp ,  son cuerdas de 
C . Algunas propiedades necesarias de estas ortogonalidades son las siguientes (ver [8, 
10, 11]): para Myx ,  tales que yx I , entonces xy I , es decir, la ortogonalidad 
isósceles es simétrica; y para toda cuerda   Cyx ,  existe una cuerda   Cwz ,  tal que 
   wzyx C ,,  . 
 
Para Mp , denotemos por pS  a la simetría con respecto al punto p , dada por la 
expresión   wp2wS p   para Mw . kpH ,  denotará la homotecia con centro p  y 
razón k  ( Rk ), y está dada por     kwpk1wH kp ,  para Mw . Recordemos que 
las simetrías son isometrías en planos de Minkowski, es decir,     vwvSwS pp   
para todo Mvw ,  (ver [15, 16]). Para Mzx , , sean e  un punto en el segmento  zx, , 
w  uno sobre la prolongación del  zx,  y  zSz w0  . Diremos que los puntos e  y w  son 
conjugados armónicos de x  y z , si   xzH ke ,  y   xzH 0kw , , con Zz  (ver [4, 16]). 
 
Para puntos Mxxx 321 ,,  denotemos por 321 xxxΔ  al triángulo de vértices 321 xxx ,, . Si 
Mp4  , diremos que el 321 ppp ,,Δ  es el 4p antitriángulo del 321 xxxΔ , si  4mi pSp i  
para 321i ,, , con im  los puntos medios de los lados del 321 xxxΔ . Al 321 mmmΔ  lo 
llamaremos triángulo medial del 321 xxxΔ . Diremos que 4p  es un circuncentro del 
$\ 321 xxxΔ , si 342414 xpxpxp  . Si tal 4p  existe, es el centro de una 
circunferencia que pasa por los vértices del 321 xxxΔ , que llamaremos circunferencia 
circunscrita y a su radio el circunradio (ver [15, 16]). Denotemos por  321 xxxC Δ  el 
conjunto de los circuncentros del 321 xxxΔ . Si  3214 xxxCp Δ , diremos que 4x  es el 
C ortocentro del 321 xxxΔ  asociado a 4p  si   44q xpS  , donde q  es el punto de 
simetría del 321 xxxΔ  y su 4p antitriángulo (ver [15, 16]). 
 
El conjunto  4321 xxxx ,,,  se dirá sistema C ortocéntrico, si existe  3214 xxxCp Δ  tal 
que   44q xpS  , donde q  es el punto de simetría del 321 xxxΔ  y su 4p antitriángulo. 
Denotemos por  321 xxxΗ Δ  el conjunto de C ortocentros del 321 xxxΔ . Llamaremos 
circunferencia de Feuerbach del 321 xxxΔ  a la circunferencia que pasa por los puntos 
medios del 321 xxxΔ  y los puntos medios de los segmentos formados por el 
C ortocentro del 321 xxxΔ  y los vértices del mismo. (ver [9, 15, 16]) 
 
 
2. Preliminares. 
 
Los siguientes resultados son necesarios para la investigación. 
Lema 2.1: (ver [8]) Para puntos diferentes Czyx ,, , con xz   y yz  , las 
relaciones    zyzx C ,,   y    zxzy C ,,   se cumplen si y solo si x  e y  son puntos 
opuestos en C . 
 
Teorema 2.1: (ver [15, 16]) Sea M  un plano de Minkowski. Sean 321 xxx ,,  y 4p  puntos 
en M . Sean 21 mm ,  y 3m  los puntos medios de los segmentos  32 xx , ,  31 xx ,  y 
 21 xx , , respectivamente. Definamos los puntos  4imi pSp  , para 321i ,, , entonces 
se cumple lo siguiente: 
 
1. Los segmentos  ii px ,  tienen el mismo punto medio q , para 321i ,, . Además, 
  4ii pxmq2   para 321i ,, , es decir, 2
pxxxq 4321  . 
2. Si  4q4 pSx  , entonces ijji ppxx   para    4321ji ,,,,  . 
3. lkji xppx  , donde    4321kji ,,,,,,  . 
4. Si 
3
xxxg 321  , entonces   442g xpH , . 
 
Corolario 2.1: (ver [15, 16]) Con la hipótesis del teorema previo, se cumple lo siguiente: 
 
1. Si  4q4 pSx  , entonces 43214 p2xxxx  . 
2. Si 
3
xxxg 321   y 
3
pppg 3211

 , entonces  gSg q1   y   14g gpS  . 
 
 
1. Resultados y pruebas. 
 
En esta sección se presentan los resultados principales del trabajo. 
 
Teorema 3.1: Sean  3214 xxxCp Δ , 321 ppp ,,Δ  el 4p antitriángulo del 321 xxxΔ , q  
el punto de simetría de dichos triángulos y  4q4 pSx  , entonces se cumple: 
 
1. Los puntos ip  y ix  son circuncentros de los triángulos lkj xxxΔ  y lkj pppΔ , para 
   4321lkji ,,,,,,  , respectivamente. Los circunradios de dichos triángulos son 
iguales entre sí. 
2. Los puntos medios de los lados del lkj xxxΔ  y su ip antitriángulo, están en la 
circunferencia de centro q  y radio 1mq  , para    4321lkji ,,,,,,  . 
3.     144x1 xppCHmqqC 214  ,, , . En particular,  4x pHq 214 , . 
 
Demostración: 1. Dado que  3214 xxxCp Δ  (ver Figura 1) se tiene que  i4 xp  
para 321i ,, , con R . Por los ítem 2 y 3 del Teorema 2.1,  i4 px  y 
 kj xp para    321kji ,,,,  . Por tanto,  ji xp  para    4321ji ,,,,  . Así, 
 lkji xxxCp Δ  y  lkji pppCx Δ  para    4321lkji ,,,,,,  . 
 
 
 
Figura 1: Circunferencia de los seis puntos  2qC ,  
 
2. Sea 
2
xx
m jiij

  y para    4321ji ,,,,  . Veamos que  1mqqC ,  pasa por los 
puntos medios del lkj xxxΔ  (ver Figura 1). Como  4i px  para 321i ,, , entonces 
por el ítem 1 del Teorema 2.1 tenemos que 
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para    321kji ,,,,  . Supongamos que 4i  , entonces por el ítem 1 del Teorema 2.1 
obtenemos que 
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para    321kj ,,,  . De igual forma se razona si 4j  . 
 
Veamos que  1mqqC ,  pasa por los puntos medios del ip antitriángulo del lkj xxxΔ . 
Sean 
2
pp
d jiij

 , para    4321ji ,,,,  , entonces 
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y por tanto ijij mqdq   para    4321ji ,,,,  . Así, obtenemos lo deseado. 
 
3. Tomemos  144 xppCw  , , por tanto 144 xpwp  . Veamos que 
   1x mqqCwH 214  ,, . Luego, por hipótesis obtenemos que: 
 
  1444x xp2
1wp
2
1
2
wxqwHq
2
1
4


 ,  
 
Como  141 mq2px   por el ítem 1 Teorema 2.1, entonces   1x mqwHq 214  ,  
obteniendo lo deseado.   
 
Un resultado que se obtiene de forma directa del Teorema 3.1 es el siguiente: 
 
Corolario 3.1: Con las hipótesis del teorema anterior se cumple lo siguiente: 
 
1. La circunferencia de los seis puntos (circunferencia de Feuerbach) de los triángulos 
lkj pppΔ  y lkj xxxΔ  coinciden, y su centro es q . 
2. 
2
pxxx
q lkji

  para    4321lkji ,,,,,,  . 
3. ilkji p2xxxx   para    4321lkji ,,,,,,  . 
 
En la geometría euclidiana clásica las nociones de segmentos de Euler y segmentos de 
Poncelet están intrínsecamente relacionadas con un triángulo, su ortocentro y la 
circunferencia circunscrita del mismo. Estas se definen como los segmentos formados por 
un vértice del triángulo y el ortocentro, y el ortocentro y un punto de la circunferencia 
circunscrita, respectivamente. A los puntos medios de dichos segmentos se les 
denominan puntos de Euler y puntos de Poncelet, respectivamente. 
 
Como se puede ver en [15, 16], la noción de C ortocentro en planos de Minkowski 
coincide con la noción de ortocentro en los planos euclídeos. Por tanto, es natural pensar 
en definir las estructuras antes mencionadas de la siguiente forma: 
 
Definición 3.1: Sean el 321 xxxΔ  en un plano de Minkowski M  y  3214 xxxHx Δ . Se 
llamará segmento de Euler, al segmento  4i xx ,  para 321i ,, . Al punto medio de dichos 
segmentos se les llamará puntos de Euler. 
 
De manera similar definiremos las nociones de segmentos y puntos de Poncelet por: 
 
Definición 3.2: Sean el 321 xxxΔ  en un plano de Minkowski M ,  3214 xxxHx Δ  y 
 ,4pC  la circunferencia circunscrita del triángulo, asociada a 4x . Se llamará segmento 
de Poncelet, al segmento  4xw, , con  ,4pCw . Al punto medio de dichos segmentos 
se les llamará puntos de Poncelet. 
 
Tomando en cuenta estas definiciones, el ítem 2 del Corolario 2.1 y el ítem 2 del Teorema 
3.1, podemos ver que es valido el siguiente resultado: 
 
Corolario 3.2: Dado el 321 xxxΔ  y  3214 xxxCp Δ , entonces 
1. Cada punto de Euler del 321 xxxΔ  es un punto de Poncelet de este. 
2. Cada punto de Euler del 4p antitriángulo del 321 xxxΔ , es un punto de Poncelet 
del 4p antitriángulo. 
3. Los puntos de Euler del 321 xxxΔ  y su 4p antitriángulo, están en la circunferencia 
de los seis puntos del 321 xxxΔ . 
 
El siguiente lema muestra ciertas propiedades del triángulo de Euler y el medial de un 
triángulo dado. 
 
Lema 3.1: Sea el 321 xxxΔ ,  3214 xxxCp Δ  y  3214 xxxHx Δ  tal que  4q4 pSx  , 
donde q  es punto de simetría entre el triángulo dado y su 4p antitriángulo, entonces se 
cumple: 
 
1. El triángulo de Euler y el medial del 321 xxxΔ  son congruentes. 
2. q  es circuncentro del triángulo de Euler y del triángulo medial del 321 xxxΔ . 
Además, el circunradio de dichos triángulos es la mitad del circunradio del 
321 xxxΔ . 
3. Los puntos 4p  y 4x  son C ortocentro, relacionados con q , del triángulo medial y 
el triángulo de Euler del 321 xxxΔ , respectivamente. 
4. El punto  4m xS i  está en la circunferencia circunscrita, para todo 321i ,, , y es 
diametralmente opuesto al vértice opuesto al lado, es decir,    ip4m xSxS 4i   para 
321i ,, . 
 
Demostración: 1. Sean 
   
2
pSpS
d 4m4mi
kj

  para    4321lkji ,,,,,,  . Se tiene que 
ijji mmdd  , de manera que los triángulos 321 xxxΔ  y lkj pppΔ  son congruentes 
(ver Figura 2). 
 
 
 
Figura 2: Demostración de los ítem 1 y 2, Lema 3.1. 
 
2. Por el ítem 2 del Corolario 2.1, el triángulo medial del 4p antitriángulo del 321 xxxΔ , es 
el triángulo de Euler del 321 xxxΔ . Por el ítem 2 del Teorema 3.1, los vértices de dichos 
triángulos están en la circunferencia  2 xp 14qC , . Por tanto, esta es la circunscrita del 
triángulo de Euler y del medial asociados al 321 xxxΔ , y su radio es la mitad del circunradio 
del 321 xxxΔ  (ver Figura 2). 
 
3. Sea  i4 xp  para 321i ,, , y 2
mm
w kji

  para    321kji ,,,,  . Por el ítem 2 
del Teorema 3.1, el punto q  es el circuncentro del 321 mmmΔ . Además,  'q  es el punto de 
simetría de los triángulos 321 mmmΔ  y 321 qqqΔ , con  qSq iwi   para 321i ,, . Por tanto 
  4q pqS ' , es decir, 4p  es C ortocentro del triángulo medial 321 mmmΔ . Luego, como 
 iqi mSd   para 321i ,, , y  4q4 pSx  , entonces  3214 dddHx Δ  (ver Figura 3). 
         
 
Figura 3: Demostración de los ítem 3 y 4, Lema 3.1. 
 
4. Como 4p  es circuncentro del 321 xxxΔ , entonces  i4 xp  para 321i ,, . Luego, 
  4i44m4 xm2pxSp i   y, por el ítem 1 del Corolario 2.1, se tiene que 
   4i4m4 pxxSp i , por tanto    ,44m pCxS i   para 321i ,,  y además, 
   4m4kji4ip xSxxxxp2xS i4   para    321kji ,,,,   (ver Figura 3).   
 
Una de las cosas más relevantes que muestra el siguiente lema es la conjugación 
armónica existente entre el centro de la circunferencia de Feuerbach y el circuncentro de 
un triángulo dado, con el C ortocentro y el baricentro del mismo. 
 
Lema 3.2: Con las mismas hipótesis del lema precedente, sea  ,4pC  la circunferencia 
circunscrita del 321 xxxΔ  y im  el punto medio del segmento  kj xx ,  para    321kji ,,,,  , 
entonces se cumple: 
 
1. El simétrico del punto medio de un lado del triángulo, con respecto al centro de su 
circunferencia de los seis puntos, es un punto de Euler, es decir,  iq mS  es un 
punto de Euler para 321i ,, . 
2. El simétrico de los vértices del triángulo, respecto del centro de la circunferencia de 
los seis puntos, es el simétrico de 4p  con respecto al punto medio del lado 
opuesto, es decir,    4miq pSxS i  para 321i ,, . 
3. El centro de la circunferencia de los seis puntos, q , y 4p  son conjugados 
armónicos respecto del segmento que une al C ortocentro y el baricentro del 
321 xxxΔ . 
4. Si   iip xxS 4 ,  es un circundiámetro de  ,4pC  para 321i ,, , entonces los 
puntos  ip xS 4 , im  y 4x  son puntos colineales, es decir,   iip4 mxSx 4 ,  para 
321i ,, . 
 
Demostración: 1. Dado que 4x  es C ortocentro del 321 xxxΔ  asociado a 4p , entonces 
por el ítem 1 del Corolario 2.1, 43214 p2xxxx  . Por el ítem 1 del Teorema 2.1, se 
tiene que   i4321iq mpxxxmS   para 321i ,, , es decir, 
 
 
2
xx
2
p2x2xx
px
2
xx
mS 4i4ikj4i
kj
iq





 , 
 
por tanto,  
2
xxmS 4iiq

  para 321i ,, , obteniendo lo deseado (ver Figura 4). 
 
        
 
Figura 4: Demostración del Lema 3.2 
 
2. Es claro que   iiq xq2xS   para 321i ,, . Por el ítem 1 del Teorema 2.1, se tiene 
que 
 
   4m4kji4321iq pSpxxxpxxxxS i . 
para    321kji ,,,,  . 
 
3. Sea g  el baricentro del 321 xxxΔ . Notemos que 
 
  443213212g p2
pxxx2
3
xxx3q2g3qH 




 




 , , 
 
lo que dice que el segmento  qg,  está contenido 2  veces en el segmento  gp4 , . 
Luego, por hipótesis, se tiene que   44q pxS  , es decir, el segmento  4xq,  está 
contenido 2  veces en el segmento  44 xp ,  y, por tanto, q  y 4p  son conjugados 
armónicos de los puntos 4x  y g  (ver Figura 4). 
 
4. Dado que 43214 p2xxxx  , entonces 
 
  i4jk4 xp212
xx
2x 




 
  
 
para    321kji ,,,,  , y por tanto   iip4 mxSx 4 ,  para 321i ,, .   
 
El siguiente teorema nos habla un poco sobre la relación de los puntos de Poncelet con la 
circunferencia de Feuerbach de un triángulo dado. 
 
Teorema 3.2: Sea el 321 xxxΔ  en un plano de Minkowski. Sea im  el punto medio del 
segmento  kj xx ,  para    321kji ,,,,  . Sean  ,4pC  la circunferencia circunscrita del 
triángulo y q  el punto de simetría del triángulo dado y su 4p antitriángulo, entonces: 
 
1. Los puntos de Poncelet del 321 xxxΔ  y su 4p antitriángulo están en la 
circunferencia de Feuerbach  2qC ,  del 321 xxxΔ . 
2. Las circunferencias  2imC , , para 321i ,, , se intersectan en el punto q . 
 
Demostración: Sea  3214 xxxHx Δ  asociado con  4p  y sea  ,4pCw . Definamos 
2
wxm 4w

  (ver Figura 5) el punto medio del segmento  wx4 , . Es claro que wm  es un 
punto de Poncelet pues, por el ítem 1 del Corolario 2.1, se tiene que 
 
22
wp
2
wx
2
pxxxmq 444321w








 

  
 
y, por tanto, los puntos de Poncelet del 321 xxxΔ  están en  2qC , . 
 
 
 
Figura 5: Puntos de Poncelet del 321 xxxΔ  y su 4p antitriángulo. 
 
Notemos que 4x  y 4p  son circuncentro y C ortocentro del antitriángulo, 
respectivamente. Dado que   44q xpS  , entonces      ,, 44q xCpCS   (ver Figura 5). 
Sea  ,4xCz  , existe  ,4pCr   tal que  rSz q . Denotemos por zn  al punto medio 
del segmento  zp4 , , entonces 
 
 
22
pr
2
rq2pq
2
zpqnq 444z



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



 




  , 
 
mostrando que los puntos de Poncelet del antitriángulo están en  2qC , . 
 
Para mostrar que las circunferencias  2imC ,  se intersectan en el punto q , para 
321i ,, , basta ver 
2
mq i

 $. Así, 
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2
xx
2
pxxxmq 4ikj4321i








 


  
 
para 321i ,, .   
 
El siguiente lema muestra una serie de sistemas C ortocéntricos formados por puntos 
relacionados con un triángulo, tales como: puntos de Euler, circuncentro, C ortocentros, 
puntos medios de los lados del triángulo, etc. Además, muestra algunas relaciones de 
paralelismo que se cumplen en el sistema C ortocéntrico respectivo. 
 
Lema 3.3: Sea el 321 xxxΔ  en un plano de Minkowski. Sea  3214 xxxCp Δ  y 4x  el 
C ortocentro asociado a 4p . Sea im  el punto medio de los segmentos  kj xx ,  para 
   321kji ,,,,  , entonces se cumple lo siguiente: 
 
1. Existen    2k2ji mCmCq  ,,   tales que los puntos 1q , 2q , 3q  y el punto 
2
pxq 44   (centro de la circunferencia de Feuerbach del 321 xxxΔ ) forman un 
sistema C ortocéntrico. Además, se cumplen las siguientes relaciones: 
 
 jiji xx2
1qq         y        4ii xx2
1qq  . 
 
2. Si 
2
xxd 4ii

 , entonces  4321 xddd ,,,  es un sistema C ortocéntrico y además, 
se cumplen las siguientes relaciones: 
 
 jiji xx2
1dd         y        4i4i xx2
1xd  . 
 
3. El conjunto  4321 pmmm ,,,  es un sistema C ortocéntrico y además, se cumplen 
las siguientes relaciones: 
 
 jiji pp2
1mm         y        4i4i pp2
1pm  . 
 
Demostración: Definamos los puntos  ipi xHq 214 ,  para 321i ,, . Así,  24pC
,  es una 
circunferencia circunscrita del 321 qqqΔ  y, por tanto, el punto   2
pqqHq 4
p 2
1
4

 ,'  es el 
centro de la circunferencia de Feuerbach del 321 qqqΔ  y   qpS 4q '  es un C ortocentro 
del mismo triangulo. Por tanto,  qqqq 321 ,,,  es un sistema C ortocéntrico (ver Figura 6). 
 
 
 
Figura 6: Demostración del ítem 1, Lema 3.3 
 
Por otro lado,    2k2ji mCmCq  ,,  , lo cual se puede verificar viendo que 
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2
xx
2
xpmq k4kii4ji



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



 

 , 
 
para    321kji ,,,,  . Usando el ítem 1 del Teorema 2.1 y el ítem 3 del Corolario 3.1, se 
tiene que 
 
 4ikj44321i4i xx2
1
2
xx
p
2
pxxx
2
xpqq 




 





 

 , 
 
para    321kji ,,,,  . También, 
 
   
2
xx
xHxHqq jijpipji 214214

 ,, , 
 
y por el ítem 2 del Teorema 2.1, entonces 
 
 jiji pp2
1qq  , 
 
verificando así el ítem 1 del lema. 
 
Por otra parte,  ixi xHd 214 ,  para 321i ,,  y por tanto,   321321x dddxxxH 214 ΔΔ , , de 
manera que   44x xxH 214 ,  es C ortocentro del 321 dddΔ  y así,  4321 xddd ,,,  es un 
sistema C ortocéntrico, obteniendo la validez de la primera parte del ítem 2 del lema. 
Las relaciones faltantes se deducen usando un razonamiento similar al usado en el ítem 
anterior. Por último, para deducir la validez del ítem 3 se emplea el mismo razonamiento 
usado en el ítem 2, pero tomando en cuenta que  ipi pHm 214 ,  para 321i ,, .   
 
El siguiente lema muestra una propiedad de ortogonalidad isósceles que cumple todo 
sistema C ortocéntrico en un plano de Minkowski. 
 
Teorema 3.2: Sea  4321 pppp ,,,  un sistema C ortocéntrico en un plano de Minkowski, 
entonces 
 
   lkIji pppp   
 
para    4321lkji ,,,,,,  . 
 
Demostración: Sea lx  un circuncentro del kji pppΔ , para    4321lkji ,,,,,,  , entonces 
jlil pxpx  . Por el ítem 3 del Teorema 2.1, dado que kjil xppx   para 
   4321lkji ,,,,,,  , se tiene que kjji xpxp  es un paralelogramo y por tanto, 
   jiIkl ppxx   pues 
 
        jlkijljikl px2xppxppxx   
 
Y 
 
        ilkiiljikl px2xppxppxx  . 
 
Por el ítem 2 del Teorema 2.1, se tiene que lkkl ppxx   y por tanto, 
   jiIlk pppp  .   
 
El siguiente lema muestra una relación intrínseca entre la circunferencia de Feuerbach de 
un triángulo y las circunferencias circunscritas del triángulo dado y su antitriángulo. 
 
Lema 3.4: Sean el 321 xxxΔ  en un plano de Minkowski,  ,4pC  una circunferencia 
circunscrita del 321 xxxΔ , 321 dddΔ  el 4p antitriángulo del triángulo dado y q  el punto de 
simetría de estos, entonces  ,4pC  es circunferencia circunscrita del 321 dddΔ  si y solo 
si 4pq  . 
 
Demostración: Por hipótesis se tiene que  4mi pSd i  para 321i ,, . Supongamos que 
los triángulos 321 xxxΔ  y 321 dddΔ  tienen la misma circunferencia circunscrita  ,4pC , 
entonces 44 px   (ver Figura 7). Por el ítem 3 del Teorema 3.1, obtenemos que qp4  . 
 
 
 
Figura 7: Demostración del Lema 3.4 
 
Recíprocamente, si qp4  , se tiene que 2
mp i4

  para 321i ,, . Por tanto, 
 
   4m44i4i4 pSppm2pm2p2 i . 
 
Así,  ,4pC  es una circunferencia circunscrita del 321 dddΔ .   
 
El siguiente lema muestra ciertas propiedades de ortogonalidad cordal que cumple todo 
sistema C ortocéntrico en un plano de Minkowski. 
 
Teorema 3.4: Sean M  un plano de Minkowski, 321 pppΔ  un triángulo de vértices 
distintos con circuncentro p , y C ortocentro h  asociado a p . Sean 1m , 2m ,  3m  los 
puntos medios de los segmentos  32 pp , ,  13 pp ,  y  21 pp , , respectivamente, y sea C  
(circunferencia unitaria) la circunferencia de Feuerbach del 321 pppΔ , entonces se 
cumple: 
 
1. Si  kkji vmppC ,,  , para    321kji ,,,,  , y    kk uhpC  , , 321k ,, , 
entonces    kkCkk uvvm ,,  . 
2. Si 
2
hpu kk

  para 321k ,, , entonces    kCji uhmm ,,   para    321kji ,,,,  , 
y    jiCji uumm  ,,  para    321ji ,,,  . 
 
Demostración: 1. Puesto que h  es C ortocentro del 321 pppΔ , se tiene un sistema 
C ortocéntrico  hppp 321 ,,, . Como p  es circuncentro de dicho triángulo, entonces por 
el Teorema 3.1, se tiene que el centro de la circunferencia de Feuerbach del triángulo está 
dado por 
2
hp 
, y como por hipótesis esta circunferencia coincide con la unitaria, se tiene 
que 
2
hpO  , lo que implica que hp  . 
 
Por el ítem 3 del Corolario 2.1, se tiene que p2ppph 321   y así, 
hpppO 321   de manera que: 
 
2
hp
2
pp 321  ,                    
2
hp
2
pp 231  ,               
2
hp
2
pp 132  . 
 
Como ku  es el punto medio del segmento  hpk , , se tiene que kk mu   para 321k ,,  
y, por tanto, son puntos opuestos de C . Dado que km  y kv  están en un mismo lado del 
triángulo (ver Figura 8), entonces kk mv  . De manera similar kk uv  , pues de ser 
iguales se tendría que kk mv  , lo que contradice la hipótesis. Luego, por la Proposición 
2.1, se tiene que    kkCkk uvvm ,,   para 321k ,, . 
 
               
 
Figura 8: Demostración del Teorema 3.4 
 
2. Por el ítem 1 del Teorema 2.1, se tiene que 
2
hpO  . Por el ítem 3 del Corolario 2.1, 
321 ppph  . Como 2
hpu kk

  entonces 
 
   
ji
kjikk
k mm2
pppp
2
hpuh 



 , 
 
para    321kji ,,,,  . Así, el vector director de la recta ji mm ,  es múltiplo escalar del 
vector director de la recta kuh, , es decir,  ji mm ,  es paralelo a  kuh,  para 
   321kji ,,,,   y por tanto, 
   kCji uhmm ,,  . 
 
Notemos que 
 
   
ji
kjkijiji
ji mm2
pppp
2
pp
2
ph
2
phuu 






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
 


 . 
 
De manera que la recta ji mm ,  es paralela a la recta ji uu ,  para    321ji ,,,   y por 
tanto,    jiCji uumm  ,,  para    321ji ,,,  .   
 
El siguiente teorema dice que la imagen homotética de un sistema C ortocéntrico, en un 
plano de Minkowski, es también un sistema C ortocéntrico. 
  
Teorema 3.5: La imagen homotética de un sistema C ortocéntrico es un sistema 
C ortocéntrico. 
 
Demostración: Sea  4321 pppp ,,,  un sistema C ortocéntrico, entonces existe 
 3214 pppCx   tal que 43214 x2pppp  . Sean kwH ,  una homotecia de centro en 
un punto w  y razón k ,  ikwi pHh ,  para 321i ,, , y  4kw4 xHy , . Claramente 
 3214 hhhCy   y 
 
           
    444321
43214321
hpwk1x2pppwk1
kxwk12pwk1kpwk1kpwk1y2hhh


 
 
lo que completa la demostración.   
 
El siguiente corolario dice que dado un triángulo, con C ortocentro asociado a un 
circuncentro del mismo, el conjunto formado por los baricentros de los cuatro triángulos 
que se obtienen con los vértices del triángulo y el C ortocentro dado, es un sistema 
C ortocéntrico. 
 
Corolario 3.3: Sea  4321 pppp ,,,  un sistema C ortocéntrico en un plano de Minkowski 
arbitrario. Sea ig  el baricentro y ix  circuncentro del lkj pppΔ  para    4321lkji ,,,,,,  . 
Entonces  4321 gggg ,,,  es un sistema C ortocéntrico y 
    jiijji xx3
1pp
3
1gg  . 
 
Demostración: Dado que 
3
ppp
g lkji

  para    4321lkji ,,,,,,  , entonces 
3
xx
3
pp
3
ppp
3
ppp
gg jiijlkilkjji
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

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



 

 . 
 
 
 
Figura 9: Sistema C ortocéntrico de baricentros. 
 
Sea  4321 pppp ,,,  un sistema C ortocéntrico, entonces existe  3214 pppCx  . Sea 
q  el punto de simetría del 321 pppΔ  y su 4x -antitriángulo. Veamos que  iqi pHg 31 ,  
para 4321i ,,,  (ver Figura 9): 
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,
 
 
pues por el ítem 3 del Corolario 3.1, ilkji x2pppp   para    4321lkji ,,,,,,  . 
Luego, por el Teorema 3.5 se tiene que  4321 gggg ,,,  es un sistema C ortocéntrico.   
 
 
Referencias. 
 
[1] A. C. Thompson (1996). Minkowski geometry. Encyclopedia of Mathematics and Its 
Applications. 63. Cambridge University Press. Cambridge. ISBN 0-521-40472-X. 
 
[2] D. Durán (2008). Didascalia geométrica. Boletín de la Asociación Matemática 
Venezolana. 15(2), 303-307. 
 
[3] D. Durán (2005). El circulo de los nueve puntos y la recta de Euler. Divulgaciones 
Matemáticas. 13(1), 73-76. 
 
[4] D. Durán (1990). Geometría euclidiana plana. EDILUZ. Maracaibo. Venezuela. ISBN 
980-232-237-7. 
 
[5] E. Asplund and B. Gr\"unbaum (1960). On the geometry of Minkowski planes. Enseign. 
Math.  6, 299-306. 
 
[6] H. Martini, K. J. Swanepoel and G. Weiβ (2001). The geometry of Minkowski spaces - 
A survey. Part I. Expositiones Math. 19, 97-142. 
 
[7] H. Martini and K. J. Swanepoel (2004). The geometry of Minkowski spaces - A survey. 
Part II. Expositiones Math. 22, 93-144. 
 
[8] H. Martini and M. Spirova (2010). A new type of orthogonality for normed planes. 
Czechoslovak Mathematical Journal.  60(2), 339-349. 
 
[9] H. Martini and M. Spirova (2007). The Feuerbach circle and orthocentricity in normed 
planes. L'Enseignement Mathematique. 53(2), 237-258. 
 
[10] J. Alonso, H. Martini and S. Wu (2012). On Birkhoff ortghogonality and isosceles 
orthogonality in normed linear spaces. Aequationes Math. 83, 153-189. 
 
[11] J. Alonso (1994). Uniqueness properties of isosceles orthogonality in normed linear 
spaces. Ann. Sci. Math. Québec. 18(1), 25-38. 
 
[12] R. A. Johson (2007). Advanced euclidean geometry. Dover Publications, Inc., Mineola, 
New York. ISBN-10: 0-486-46237-4. 
 
[13] R. C. James (1945). Orthogonality in normed linear spaces. Duke Math. J. 12, 291-
302. 
 
[14] S. Wu (2009). Geometry of Minkowski planes and spaces - Selected topics. Ph. D. 
Thesis. Chemnitz University of Technology. 
 
[15] Rosas T. y Pacheco W. (2014). Orthocentric systems in Minkowski planes. Beiträge 
zur Algebra und Geometrie (BZAG). DOI 10.1007/s13366-014-0214-6. ISSN 0138-
4821. 
 
[16] Rosas T. (2014). Sistemas Ortocéntricos en planos de Minkowski y euclidianidad. 
Tesis Doctoral. Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado, Barquisimeto, 
Venezuela. 
